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LAussagt—)nlogik, Axiome und Gesetze

Literatur

¢ Informatik (Blieberger, Springer-Verlag): Kapitel 11
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LAussagt—)nlogik, Axiome und Gesetze

Uberblick
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VO 050041: Technische Grundlagen der Informatik

LAussagt—)nlogik, Axiome und Gesetze

Boole’sche Algebra

Boole’sche Algebra

e Grundlage fir digitale Schaltungen
¢ Kennt nur zwei Werte:

1 Wahre Aussage
2 Falsche Aussage

e George Boole, 1847 (!)
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LAussagt—)nlogik, Axiome und Gesetze

LAussalgenlogik
Aussagenlogik
Wahrheitswerte
Wahr | Falsch
W (wahr) F (falsch)
T (true) false)

F (
H (high) L (low)
1 (Bit gesetzt) | 0 (Bit nicht gesetzt)
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LAussagt—)nlogik, Axiome und Gesetze

L Aussagenlogik

Operatoren

Unéare Operationen
¢ Negation (,nicht*, NOT"): =

Binare Operationen

e Konjunktion (,und®, ,AND): A

¢ Disjunktion (,inklusives oder”, ,OR"): v
¢ Implikation?: =

e Aquivalenz:

2VORSICHT: die Implikation (auch materiale Implikation, Subjunktion,
Konditional genannt) driickt eine hinreichende Bedingung aus, aber keine
Kausalitat!
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LAussagt—)nlogik, Axiome und Gesetze

LAussalgenlogik

Wahrheitswerte

Wahrheitswerte
alb|-alavb|anbla=b|lasb
0|0 1 0 0 1 1
0|1 1 1 0 1 0
110 O 1 0 0 0
111 0 1 1 1 1
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LAussag(—.\nlogik, Axiome und Gesetze

LAxiome und Gesetze

Axiome und Gesetze

Kommutativitat
e aAb=bAa
e 4 \/ b = b \/ a 4

Distributivitat
e aN(bvec)=(anb)Vv(anrc)
e av(banc)=(avb)A(aVec)
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LAussagt—.\nlogik, Axiome und Gesetze

LAxiome und Gesetze

Axiome und Gesetze

Verknlpfung mit 1 bzw. 0
e aNl=a
e av0=a

Komplementares Element
e aN—-a=0
e avV-a=1
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LAussag(—.\nlogik, Axiome und Gesetze

LAxiome und Gesetze

Axiome und Gesetze

Assoziativitat
e (aAnb)Ac=aAn(bAc)
e (avb)vec=av(bve)

Absorption
e (anb)va=a
e (avb)na=a

Ausldschung
e aNn(bv-b)=a
e av(bn-b)=a
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LAussag(—.\nlogik, Axiome und Gesetze

LAxiome und Gesetze

Axiome und Gesetze

ldempotenz
e afNa=a
e ava=a

Involutivitat
° —|(—|a) = a

De Morgansche Regel
e =(anb)=-avVv-b
e <(avb)=-an-b
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LAussagt—)nlogik, Axiome und Gesetze

LTautologie, Antilogie (Kontradiktion)

Tautologie, Antilogie

Tautologie, Antilogie
e Tautologie: Ausdruck, der fir jede Belegung wahr ist

¢ Antilogie (Kontradiktion): Ausdruck, der fiir jede Belegung
falsch ist

14/58
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LAussagt—)nlogik, Axiome und Gesetze

LTautologie, Antilogie (Kontradiktion)

Tautologie

Beispiel: (aAnb) = a
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LAussagt—)nlogik, Axiome und Gesetze

LTautologie, Antilogie (Kontradiktion)

Antilogie (Kontradiktion)

Beispiel: f=[-aVv (-aAb)]Aa

a|b|-a|(-anb)|-av(-arb)]|f
0|0 1 0 1 0
01 1 1 1 0
110 O 0 0 0
111 0 0 0 0
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LNormalformr—.\n

Uberblick

2 Normalformen
Disjunktive Normalform (DNF)
Konjunktive Normalform (KNF)
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LNormalformr—.\n

Normalformen

Normalformen

e Verschiedene Formen der Darstellung von logischen
Aussagen mdglich

Normierte Darstellung sinnvoll
Disjunktive Normalform

Konjunktive Normalform

Kommen mit AND, OR, NOT aus = wir miissen nicht alle
logischen Operationen in Hardware implementieren!
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LNormalformr—.\n
LDisjunktive Normalform (DNF)

Disjunktive Normalform (DNF)

DNF
¢ Vollkonjunktionen werden disjunktiv verkntipft
¢ Vollkonjunktionen = alle Variablen sind konjunktiv verkn(pft
= Variablen kénnen negiert sein
o Beispiel: f(e1,e2,e3) = (61 = €2) A (—ey & e3)
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LNormalformr—.\n
LDisjunktive Normalform (DNF)

Beispiel DNF

1.: Wahrheitstabelle
#ler1|e|es|eg=e|eree|(er=e)N(-e & e3)
110, 01|0 1 0 0
2/ 0|0 |1 1 1 1
3/]0(1]0 1 0 0
410|111 1 1 1
5/1,101|0 0 1 0
61|01 0 0 0
711 1 0 1 1 1
81 1 1 1 1 0 0

20/58



VO 050041: Technische Grundlagen der Informatik
LNormalformr—.\n
LDisjunktive Normalform (DNF)

Beispiel DNF

2.: Zeilen auswahlen, Vollkonjunktionen bilden

¢ Auswahl der Zeilen mit wahrem Ergebnis (= 1)

o Zeile 2
o Zeile 4
e Zeile7

¢ Variablen mit Wert 0 negieren, andere direkt Gbernehmen,
und alle konjunktiv verbinden

e 1@ N N\NE3, 1 NEx/Ne3, &4\ Eex /€3

3.: Disjunktive Normalform
Einzelne ,Zeilen® disjunktiv verbinden.

(—\61 VAT =S WAN 63) V (—|e1 VA= WA 63) V (61 N € N —\93)
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VO 050041: Technische Grundlagen der Informatik
LNormalformr—.\n
LDisjunktive Normalform (DNF)

Beispiel DNF
Vergleich
(—\61 N —es A 63) V (—\61 VANL=2 WA 93) V (61 A2 WA —|e3)

#lei|e|e3|e=6e | e e (61 = 62) VAN (—|61 = e:)
110010 1 0 0
210110 | 1 1 1 1
3]0 1]0 1 0 0
410 | 1 1 1 1 1
511010 0 1 0
6|10 1 0 0 0
711 110 1 1 1
8| 1 1 1 1 0 0
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LNormalformr—.\n
LKonjunktive Normalform (KNF)

Konjunktive Normalform (KNF)

KNF
¢ Volldisjunktionen werden konjunktiv verkniipft
¢ Volldisjunktionen = alle Variablen sind disjunktiv verknipft
¢ Beispiel: f(e1 , €0, 63) = (61 VAN 62) V €3
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VO 050041: Technische Grundlagen der Informatik
LNormalformr—.\n
LKonjunktive Normalform (KNF)

Beispiel KNF

1.: Wahrheitstabelle
#le | e |e3| e Nes (81 VAN 62) V e3
110|010 0 0
2|0 0 1 0 1
3|01 ]0 0 0
410 1 1 0 1
517010 0 0
6| 1 0 1 0 1
711 1 0 1 1
81 1 1 1 1 1
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VO 050041: Technische Grundlagen der Informatik
LNormalformr—.\n
LKonjunktive Normalform (KNF)

Beispiel KNF

2.: Zeilen auswahlen

e Auswahl der Zeilen mit falschem Ergebnis (= 0):
o Zeile 1
o Zeile 3
o Zeile 5
e Variablen mit Wert 1 negieren, andere direkt Gbernehmen,
und alle disjunktiv verbinden

3.: Konjunktive Normalform
Einzelne ,Zeilen* konjunktiv verbinden.

(61 VeV 63) VAN (e1 V —es V 63) A (ﬁe1 VeV 63)
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VO 050041: Technische Grundlagen der Informatik
LNormalformr—.\n
LKonjunktive Normalform (KNF)

Beispiel KNF
Vergleich

(61 VeV 93) VAN (91 V -V 63) A (—|e1 VeV 63)

#l e | e |e3|eNnes (61 VAN 62) V e3
110010 0 0
210110 | 1 0 1
3]0 1]0 0 0
4|10 | 1 1 0 1
511010 0 0
6|10 1 0 1
7 1 110 1 1
8| 1 1 1 1 1
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LKV—Diagramme

Uberblick

3 KV-Diagramme
Quine und McCluskey
EinfGhrung
Beispiel
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VO 050041: Technische Grundlagen der Informatik
LKV-Diagramme
LC)uine und McCluskey

Verfahren nach Quine und McCluskey

Verfahren nach Quine und McCluskey

¢ Verfahren zum Vereinfachen von Funktionen
Irrelevante Variablen aus Normalform eliminieren
Geht von DNF aus
Gezielt Terme der Art (x V —x) erzeugen

= Entsprechen 1. Fallen weg, wenn sie in einer
Konjunktion vorkommen

Weitere Schritte (hier nicht angefiihrt, bei Interesse siehe
Literatur)
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VO 050041: Technische Grundlagen der Informatik
LKV—Diagramme
LC)uine und McCluskey

Verfahren nach Quine und McCluskey

Das Prinzip

(e1AN—exNesNey)V(erN—e ANe3h\—ey) =

(et AN—exNe3)ANeq)V((er N—ex A e3)A—ey)

AxiomKompl .El.
(et AN—exNe3)A(egV —ey) HomZme

(61/\—\92/\63)/\1 =

(e1 A —ea A ej3)

Distr.Ges.
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LKV-Diagramme
LEinf[]hrung

KV-Diagramme

KV-Diagramme

e Graphische Veranschaulichung des Verfahrens von
Quine und McCluskey

Karnaugh und Veitch
Fir maximal 4 Variablen sinnvoll anwendbar

Geschickte graphische Darstellung: Terme, die nach
Quine/McCluskey zusammengefasst werden konnen,
sind im KV-Diagramm direkt benachbart!

2" Felder bei n Eingangsvariablen
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LKV—Diagramme
LEinf[]hrung

Prinzip

Jedes Feld entspricht einer Vollkonjunktion der DNF!

Abbildung: KV Diagramm fur zwei Variablen

e,AE | €1 A€,
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LKV—Diagramme
LEinfl‘]hrung

Simples Beispiel

X=e1N-esAe3A—ey

—€, —€,
e X —e,
€ €,

—€, e,

Abbildung: KV Diagramm f(r vier Variablen
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LKV-Diagramme
LEinf[]hrung

Vorgehensweise

Vorgehensweise

1 Von DNF ausgehen (z.B.)

2 Fir jede in der DNF vorkommende Vollkonjunktion im
KV-Diagramm Einser im entsprechendem Feld
eintragen

3 Zusammenfassen maglichst vieler 1er in
benachbarten? Feldern zu Bl6cken

4 Zusammengefasste Blocke entsprechen den
Vollkonjunktionen der neuen, minimierten DNF

2auch auBen herum!
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LKV—Diagramme
L Zweierblocke

Zweierblocke

e,| O 0 0 0 |e,

—-e,| O 0 0 0 |e,

Abbildung: e; A —ex A €3
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LKV—Diagramme
L Zweierblocke

Zweierblocke

e,| O 0 0 1 |e,

—e,| O 0 0 0 |e,

ey e, —€, €,
Abbildung: e; A —e3 A ey
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LKV—Diagramme
L Zweierblocke

Zweierblocke

e, | O 0 0 0 |[e,

—-e;| 1 0 0 0 |[e,

Abbildung: —ey A —e3 A eq4
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LKV-Diagramme
LViererblécke

Viererblocke

e, O 0 0 0 |e,

—e;| O 0 0 0 |e,

Abbildung: —e> A e4
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LKV—Diagramme
LViererblécke

Viererblocke

e, | O 0 0 1 |e,

—e,| O 0 0 1 |e,

Abbildung: —e3 A —e4
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LKV-Diagramme
LViererblécke

Viererblocke

—€5 €5 €y —€5
e, 1|0]o0]|1
e,]l 0] 0| 0] O
ee]l 0| 0| 0] O
%, 1]0]o0|1
e, €, —e, —e,

Abbildung: —e1 A —e3
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LKV-Diagramme
L Achterbiscke

Achterblocke
—€5 €5 €y, €4
el 1| 111
e;|] 1|11 |1
e,] 0| 0| 0| O
e, 00| 0] O
e, €, —€, —e,

Abbildung: —e»
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LKV—Diagramme
LBeispiel

Beispiel

f(e1,62, €3, 64) = (61 A! = WA= T WAN 64) V (61 VA= WA =X WAN 64) \%
(61/\62/\—\63/\64)\/(61/\62/\63/\64)\/(61/\62/\ﬁe3/\ﬂe4)

—e,

—e; €3 €3 —€;
0 0 0 0
1 1 0 0
1 1 0 1
0 0 0 0
e, e, —e, —e,

—€,
€,

€,

Minimiert: (e1 A e4) V (€1 A €2 A —€3)
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LFuzzy-Logik

Uberblick

4 Fuzzy-Logik
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VO 050041: Technische Grundlagen der Informatik
LFuzzy-Logik

Literatur

¢ Informatik (Blieberger, Springer-Verlag): Kapitel 12
¢ alle Abbildungen hieraus entnommen
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LFuzzy-Logik

Fuzzy Logic

Fuzzy Logic
e Bisher: Boole’sche Algebra — zwei Wahrheitswerte
o Aber: reale Welt — nicht-exakte/unvollstdndige Datensatze
e Lotfi A. Zadeh (1965): Fuzzy Logik
e |dee: ersetze Zweiwertigkeit {0, 1} durch Intervall [0, 1]

e Anwendungsbereich: Regelungstechnik (Fuzzy Control)
— oft keine mathematisches Prozessmodell méglich
— stattdessen alltagssprachliche/linguistische
Zustandsbeschreibung

e Beispiel Temperatur: sehr kalt / kalt / kihl / warm / sehr
warm / heif3 / sehr heif3
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L Fuzzy-Logik

Fuzzy-Mengen

e Fuzzy-Menge: normierte Zugehorigkeitsfunktion mit
beliebigen Werten zwischen 0 und 1

¢ Also: statt ,Element x ist in Menge A enthalten oder nicht*

jetzt Zugehorigkeitsmal pa(x)

bbild

10

12.1: Zugehorigkei

ion einer scharfen Menge

Abbildung 12.2: Zugehérigkeitsfunktion einer unscharfen Menge
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LFuzzy-Logik

Fuzzy-Mengen
¢ Betrachte Zugehdrigkeitsfunktion p4(x)
e Mengen-Operationen (Durchschnitt, Vereinigung,
Komplement) neu definiert:
* (AU B) = max{pa(x), na(x)}
* (AN B) = min{ua(x), na(x)}
o Alx) =1—pa(x)
e Beobachtung: bisherige (zweiwertige) Logik als Spezialfall
enthalten
— Fuzzy Logic als Erweiterung der Boole’schen Algebra!

v
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LFuzzy-Logik

Fuzzyfizierung
¢ Idee: Zugehorigkeitsfunktion fur jede Kategorie
e konnen unterschiedlich aussehen
¢ typische Form: stlickweise linear
e Normierung: Summe der Zugehdrigkeitsmafe fir jeden

scharfen Wert = 1 )
y sehr sehr
u(q sehr kalt kalt kilhl warm warm heif heif
0 i 1 1 T I U ! T -8
20 -10 O 10 20 30 40 50 T [°C]

Abbildung 12.3: Zugehorigkeitsfunktionen u(T)
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LFuzzy-Logik

Fuzzy-Operatoren
e Idee: Verknlpfung von Fuzzy-Sets ein und derselben
Grundmenge

e OR-Verknipfung: Maximum-Operator
AOR B = AU B = max(ua(x), ug(x)) mit x € X

n(T)
1 -

sehr kalt kalt

sehr kalt OR kalt

]
= 1o
-20 -10 O 10 T [°C]

Abbildung 12.5: OR-Verkniipfung durch Maximum-Operator
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LFuzzy-Logik

Fuzzy-Operatoren
e AND-VerknUpfung: Minimum-Operator

AAND B= AN B =min(pa(x), us(x)) mitx € X
e Komplement: NOTA =1 — pua(x) mit x € X

e Kommutativ- und Assoziativgesetz weiterhin gultig!

i sehr kalt kalt u

sehr kalt AND kalt

0

] sehrkalt ~ NOT sehr kalt

T 1
-20 -10 0 10 T[°C]

10 T[°C]

Abbildung 12.6: AND-Verkniipfung durch Minimum-Operator ~Abbildung 12.7: NOT-Verkniipfung mittels Komplement
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L Fuzzy-Logik

Fuzzy-Relationen

Bisher: Fuzzy-Sets auf gleicher Grundmenge
Wanted: Implikation — IF p THEN ¢

Pramisse p durch Fuzzy-Set X;, Conclusio ¢ durch
Fuzzy-Set X, beschrieben

Idee: Kartesisches Produkt X = X; x X5
Ergebnis: Fuzzy-Relation pg(x1, X2) : Xy x Xo — [0, 1]

Zugehorige Operatoren abhangig vom Anwendungsfall,
z.B.

e Minimum-Operator: pmin(X1, X2) = min{u1(x1), po(x2)}
e Produkt-Operator: jiprod(X1, X2) = p1(X1) - p2(xe)
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LFuzzy-Logik

Regelbasis

¢ |dee: Beschreibe Produktionsregeln Ry, Ro usw. als
Fuzzy-Relationen
Ry : IF px THEN Ck

o Beispiel: Temperaturregler
IF (Temperatur = heif3 AND Gradient = hoch) OR
Temperatur = sehr heif3
THEN Ventilstellung = ganz zu

e Regelbasis endlicher GréBe
¢ keine Losung von Differentialgleichungen etc. notwendig
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L Fuzzy-Logik

Inferenz

Inferenz = Auswertung der Regeln plus Zusammenfassung
der Handlungsanweisungen — Entscheidungsstrategie
Schritt 1: Ermittlung der aktiven Regeln (Pramissen mit
Erfllltheitsgrad > 0)

Schritt 2a: Ermittlung der einzelnen
Ausgangs-Fuzzymengen

Schritt 2b: Wahrheitswert jeder aktiven Regel = Maf3, in
dem die Regel “feuert”

Schritt 3: Ermittlung der resultierenden
Ausgangs-Fuzzymenge
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LFuzzy-Logik

Inferenz

o Strategie 1: MAX-MIN Inferenz

e OR — max
e AND — min
¢ Implikation — min
e Strategie 2: MAX-PROD Inferenz
e OR — max

e AND — min
¢ Implikation — -
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LFuzzy-Logik

MAX-MIN Inferenz vs MAX-PROD Inferenz

e Strategie 1: MAX-MIN Inferenz
e OR — max
e AND — min
¢ Implikation — min
o Strategie 2: MAX-PROD Inferenz
e OR — max
e AND — min
¢ Implikation — -

Beispiel
e Annahme: Temperatur = 10°C, Temperaturabfall
0 =2°C/min

o Aktive Regel 1: IF T = kalt AND ¢ = negativ THEN & =
e Aktive Regel 2: IF T = sehr kalt OR ¢ = null THEN & =

mittel
offen

V.
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L Fuzzy-Logik

Ry : IF T = kalt AND & = negativ THEN & = mittel

w(T) kalt u(3) § negativ u(&) mittel

0.25 \

10 Tl°C) 2 8[°C/min] 50 %

Rz : IF T = sehr kalt OR § = null THEN ¢ = offen

u(T) psehr kalt () null u(&, offen

I\ T\ X

i T1°0) 5(°C/min] 50 £[%)

URIRFUL-NIN-XVIN ‘621 Sunprqqy

Abbildung: MAX-MIN Inferenz
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L Fuzzy-Logik

2UISJUI-QOUJ-XVIN :01°¢T Bunpnaqy

Ry :IF T = kalt AND J = negativ THEN & = mittel

=

w4 Kalt u(d) f negativ

0.5
0.257

10 10 —2 5[°C/min] 55 €%

Ry : IF' T = sehr kalt OR d = null THEN £ = offen

W(T) hsehr kalt 1(®) 4 null ey

10 T°C] 8{°C/min]

Abbildung: MAX-PROD Inferenz
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L Fuzzy-Logik

Inferenz: Ergebnis

e Beachte: einzelne Ausgangsmengen ergeben sich
o bei MAX-MIN Inferenz durch den Minimumoperator (aus
Pramissen) angewandt auf Conclusio
— Zugehdérigkeitsmaf wird oben “abgeschnitten”
e bei MAX-PROD Inferenz durch den Produktoperator
— Zugehorigkeitsmaf wird gleichmaBig “gestaucht”

n(&) mittel offen n(&) mittel offen

0.75 0.75

0.25 0.25

a 0 50 £[%) b o 50 £(%)

Abbildung 12.11: Ausgangsmenge bei MAX-MIN-Inferenz (a) und MAX-PROD-Inferenz (b)
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LFuzzy-Logik

Defuzzifizierung
e Letzter Schritt: Ermittlung eines scharfen Wertes aus dem
unscharfen Ergebnis
e Mehrere Methoden
¢ Maximum Height (maximale Héhe): AusgangsgroBe aus
maximalem Wert der Ausgangsmenge
¢ Mean of Maximum (Maximum-Mittelwert): arithmetisches
Mittel aller Werte, fUr die die Zugehdrigkeitsfunktion

maximal ist
o Center of Gravity (Schwerpunktmethode): x-Wert des
Flachenschwerpunkts

mittel offen

A/

u(g) mittel offen

a 0 50 & (%) b o 50 &g &[%]

Abbildung 12.12: Scharfer Wert fiir MAX-MIN-Inferenz (a) und MAX-PROD-Inferenz (b) 58/58
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