


Vektorraume

Vektorraume

Letzte Vorlesung:
o grundlegende Definition,
@ Untervektorraum,

@ lineare Abbildungen.

Heute:
o weitere Definitionen zu linearen Abbildungen,
o lineare Unabhéangigkeit,
@ Basis und Dimension,

@ Koordinatenverstandnis.
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Vektorraume

Vektorraum

Definition:
Sei K ein Koérper. Ein Vektorraum V mit Skalaren aus K besteht aus
einer kommutativen Gruppe (K, +) und einer skalaren Multiplikation
K x V=V, (\v)— X v, sodass fir alle v,w € V, A\, u € K gilt:
(V1) Auv) = (v
(V2) 1
(V3) AMv+w)=Av+w
(V4) (A +p)v=Av+pv

V=V
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Vektorraume

Lineare Abbildungen

Definition:

Seien U, V Vektorrdume. Sei f : U — V eine lineare Abbildung. Dann
heiBt:

Ker(f):= {u € U|f(u) =0} Kern von f,
Im(f):={v € V|Tu € U mit f(u) = v} Bild von f.

Im Grunde kennen wir diese Definition schon. Es ist genau dieselbe wie fiir
Homomorphismen, lediglich die Notation ist etwas anders.
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Vektorraume

Lineare Abbildungen

Anmerkung:

Diese Definitionen wirken im ersten Moment nicht sehr niitzlich, aber man
kann damit einiges anfangen, wie wir im Laufe dieses Kapitels feststellen
werden.

AuBerdem:
Man kann zeigen, dass gilt: f : U — V ist genau dann injektiv, wenn

Ker(f)= {0}.

Es gilt auch noch, dass Ker(f) bzw. Im(f) Unterrdume von U bzw. von V
sind.

Diese zwei Satze sollten wir uns merken, wir werden sie noch in der
Zukunft brauchen.
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Lineare Unabhéngigkeit

Lineare Unabhangigkeit

Wir wollen uns mit Untervektorrdumen beschiftigen.

Insbesondere was man alles braucht um diese Teilrdume vollstandig zu
beschreiben:

Um das zu erreichen, brauchen wir das Konzept der Linearen
Abhdngigkeit bzw. Linearen Unabhangigkeit von Vektoren.
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Lineare Unabhéngigkeit

Lineare Unabhangigkeit

Nehmen wir an wir haben 4 Vektoren uy, up, uz und usq. Wenn wir zB uy
folgendermaBen darstellen kénnen:

us = A\ui + Aouy + Azus3

mit A; € K. Dann sagen wir, dass us linear abhangig ist von uy, us, us.
Man kann es als Linearkombination von uq, u», u3 darstellen.

Wenn wir keine solchen A; finden konnen, dann sagen wir, dass uy linear
unabhangig ist von uy, up, u3 ist.

Es gilt also immer, dass ein Vektor entweder linear abhangig oder
unabhingig von einer Menge von Vektoren ist.

Gansterer/Plant Mathematische Grundlagen der Informatik 16.11.2016 8 /54



Lineare Unabhéngigkeit

Lineare Unabhangigkeit

Wie schaut es umgekehrt aus?
Wir haben ug = A\ju1 + Aous + A3uz. Das kann man aber zB umformen zu

up = U4+ U2+ ,\1 us3

Dh auch vy ist linear abhangig und zwar von uy, us, uy.

Warnung;:
Das funktioniert natiirlich nur, wenn keines der A\; = 0 ist

Warnung;:

Es gibt einen kleinen, aber feinen Unterschied zwischen der linearen
(Un)abhéangigkeit eines Vektors von einer Menge von Vektoren und der
linearen (Un)abhangigkeit einer Menge von Vektoren.
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Lineare Unabhéngigkeit

Lineare Unabhangigkeit

Anmerkung:

Wir hatten die lineare (Un)abhangigkeit von einem Vektor von einer
Menge von Vektoren und nun kommt die lineare (Un)abhangigkeit einer
Menge von Vektoren

Definition:
Sei n € N. Die Vektoren vy, vo, ..., v, des K-Vektorraums V heiBen linear
unabhangig, wenn fiir jede Linearkombination der Vektoren gilt:
A+ Ao+ -+ Apup=0= A, Ao, ..., A, =0
Die Vektoren heiBen linear abhangig, wenn sie nicht linear unabhangig

sind.
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Lineare Unabhéngigkeit

Lineare Unabhangigkeit

Anmerkung:

Eine Menge von Vektoren ist dann linear abhiangig, wenn ein Vektor
daraus linear abhangig von den restlichen Vektoren ist.

Gansterer/Plant Mathematische Grundlagen der Informatik 16.11.2016 11 / 54



Lineare Unabhéngigkeit

Lineare Unabhangigkeit

Beispiel:

Wir haben v; = <é> vy = G) und vz = (;) Wir wollen wissen, ob
diese linear abhangig oder unabhangig sind.

o () () ()

Das ist ident zu 1 = Xy + A3 und 0 = Ay + 2)3.
Wir formen um zu Ap = 1 — A3 und setzen ein. Dann bekommen wir
)\3 = —1und )\2 =2.

o (3 2()1()- ()

Wir konnten also zeigen, dass es eine abhdngige Linearkombination gibt,
sodass {vi, o, v3} linear abhingig ist.
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Lineare Unabhéngigkeit

Lineare Unabhangigkeit

Allerdings:

Wir haben v; = <é> Vo = (3) und vz = (2) und wollen wissen, ob
diese linear abhdngig oder unabhéangig sind.

Es ist klar, dass vy linear abhingig von v, v3 ist (schlieBlich ist v = v2),
aber vj ist linear unabhangig von vy, vo. Man kann vz schlicht nicht durch
eine Linearkombination von v; und v» darstellen.

Damit die gesamte Menge linear abhangig ist, geniigt es aber, wenn ein
einzelner Vektor linear abhidngig ist von den anderen. Dh {vy, vp, v3} ist
linear abhangig.
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Lineare Unabhéngigkeit

Lineare Unabhangigkeit

Beispiel:

Ist die Menge mit v; = <§>, Vo = <;) und v3 = <i> linear abhangig

oder unabhiangig?

Das durft ihr nun ausrechnen!
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Lineare Unabhéngigkeit

Lineare Unabhangigkeit

Beispiel-L6ésung:

1 1

3
Ansatz: <2> =)\ (3 + Ao (1>

Dh3=X1+Xund2=3\14+X=>3 -1 =2—-3)\;
=1=-2\1=A=> und \p =1

pewes 3 (1) 1) = () (1) - ()

Wir sehen, die Menge {vi, v, v3} ist linear abhingig.
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Lineare Unabhéngigkeit

Lineare Unabhangigkeit

Anmerkung:

Wir sehen, dass das Konzept der Linearen (Un)abhangigkeit sehr stark
damit zusammenhangt, ob man einen Vektor als Linearkombination
darstellen kann.

Anders ausgedriickt: vy ist linear abhangig von v», vz, ..., v,, wenn gilt
vi € Span(vp, vs, ..., V,)

Span(vi, va, ..., vp) bedeutet ja die Menge aller Linearkombinationen von
Vi, Vo,..., Vv, Wenn nun aber v; selber eine Linearkombination von

Vo, ..., Vp ist, dann fiihrt das dazu, dass die Menge der
Linearkombinationen von vy, ..., v, dieselben sind wie von vy,..., v,.
Also: v1 € Span(va, v3,...,v,) =

Span(vi, v2, v3, ..., Vv,) =Span(va, v3, ..., vp).
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Lineare Unabhéngigkeit

Lineare Unabhangigkeit

Erklarung:
Wir haben vi, v» und v3, wobei vz € Span(vy, v2) liegt, also
v3 = A\vi+ Aow.

Es ist klar, dass Span(vi, v2) C Span(vi, v2, v3) ist, aber gilt dies auch
umgekehrt?

Wir haben u = A1v; + Aovn + A3v3, dies kdnnen wir umformen zu
U= Avi + A2va + A3vz = Arvi + Aova + A3(Arve + Aawe)
= u= (/\1 + )\3/\1)V1 + (/\2 + )\3/\2)V2

Also Span(vi, v, v3) C Span(vi, v2) und damit Span(vy, va, v3)=
Span(vl, V2)
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Basis, Dimension

Basis, Dimension

Einleitung:

Wir haben den Begriff der linearen (Un)abhangigkeit von Vektoren
kennengelernt.

Und wir haben gesehen, wie lineare Abhangigkeit mit dem Span von
Vektoren zusammenhangt.

Jetzt wollen wir - wie vorher angekiindigt - den Zusammenhang zu
Teilrdumen herstellen. Genauer gesagt wir wollen wissen, was wir brauchen
um einen Teilraum aufzuspannen. Was erzeugt ein Teilraum?
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Basis, Dimension

Basis, Dimension

Einleitung:
Wir suchen etwas, dass zB den R? aufspannt. Nehmen wir etwa

Vi = (é) und vo» = <(1)> Wenn wir einen beliebigen Vektor u = (;)
haben, dann sehen wir sofort, dass wir u darstellen kdnnen, als

u=Avi+ pwvs.

Wir kénnen jeden beliebigen Vektor aus R? darstellen, dh Span(vi, vo)=R?
Andererseits ist {v1, v»} linear unabhiangig (trivial nachzupriifen), dh wir
kénnen auch keinen Vektor rausschmeissen ohne dass der Span kleiner

wird. {v1, v} ist die kleinstmdgliche Menge, die R? aufspannt. Wir nennen
sowas Basis von R2.
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Basis, Dimension

Basis, Dimension

Definition:
Sei V ein Vektorraum. Eine Teilmenge B von V heiBt Basis von V/, wenn
gilt:

(B1) Span(B)=V

(B2) B ist eine linear unabhingige Menge von Vektoren.

Bedingung (B1) wiirden wir ausdriicken als: B erzeugt V.
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Basis, Dimension

Basis, Dimension

Beispiele:

1) Fiir R? kennen wir schon eine Basis und zwar {(é) , (?) } Diese

Basis nennt man Standardbasis des R2.

1 0 0 0
0 1 0 0

2) Fir R™ ist 01, 1071,11],...,]0 die Standardbasis.
0 0 0 1

3) Fiir R? gibt es aber mehr als eine Basis, so ist auch

noh = {(2).(2) ] e one s

Zeige, dass es tatsichlich eine Basis des R? ist!
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Basis, Dimension

Basis, Dimension

Lésung:

(B1) Sei u = (x,y) € R? beliebig. Wir suchen A\; und \,, sodass

U= A1vi 4+ Ay ist. Dh x = 3A1 + Ao und y = 21 + 2X5. Das kdnnen wir
umformen zu A\; = 5 — % und A\ = %Ty — 5. Wir kénnen also alle Vektoren
als Linearkombination von v; und v, darstellen.

(B2) {v1, v} ist linear unabhingig, denn angenommen pivi + pove =0,
also 3p1 + po = 0 und 21 + 2up = 0 = g = —po. Wir setzen das in die
erste Formel ein: 31 —p1 =0=pu1 =0= 1 =2 =0

{v1, va} ist damit eine Basis des R?.
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Basis, Dimension

Basis, Dimension

Wichtig;:

Wir haben gesehen, dass es nicht nur eine Basis des R? gibt. Fast alle
Vektorraume haben mehrere mégliche Basen.

Die Frage ist: Was haben diese Basen gemeinsam?

Antwort:
Die Anzahl der Vektoren.
Man kann zeigen:

Satz: Hat der Vektorraum V eine endliche Basis B mit n Elementen, so
hat jede andere Basis von V ebenfalls n Elemente.
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Basis, Dimension

Basis, Dimension

Definition:

Sei B = {b1, by, ..., b} eine Basis des Vektorraums V. Dann heiBt die
Zahl n Dimension von V. Wir schreiben hierfiir n = dim(V). Dem
Nullraum {0} wird die Dimension 0 zugeordnet.
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Basis, Dimension

Basis, Dimension

Anmerkungen:
Jede Basis hat n Vektoren. Dh finden wir in R"” eine Menge von n linear
unabhangigen Vektoren, dann wissen wir, dass diese eine Basis darstellen.

Wir haben zwei Vektoren v; und v» € R?, die linear unabhingig sind. R?
hat die Dimension 2, dh die Menge {vi, v} ist eine Basis von R? und
Span(vy, v2)=R2.

Wenn wir uns in einem Vektorraum der Dimension n bewegen, ist es nicht
moglich n+ 1 linear unabhangige Vektoren zu finden.
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Basis, Dimension

Basis, Dimension

Ausfiihrungen:
Nehmen wir an wir haben in R" eine Menge von k linear unabhingigen
Vektoren (k < n) und betrachten Span(vi, va, ..., vx)=U. Wir wissen,

dass U C R” ein Teilraum ist, also selbst ein Vektorraum ist.
Da U ein Vektorraum ist, hat U auch eine Basis und wir sehen sofort ein,
dass {vi, va,..., v} eine solche ist, dh U hat Dimension k.

Wir haben bei der Einleitung zur Linearen (Un)abhingigkeit gefragt, was
man alles braucht um einen Teilraum vollstindig zu beschreiben. Nun
wissen wir, dass wir fiir ein Teilraum der Dimension k genau k linear
unabhangige Vektoren brauchen um ihn vollstindig zu beschreiben.

Welche Basis genau verwendet wird ist nicht so wichtig, denn man kann
mit Hilfe eines Isomorphismus zwischen Basen hin und her wechseln.
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Basis, Dimension

Basis, Dimension

Nehmen wir an :

X1

Wir haben eine lineare Abbildung ¢ : R? — R3, <§1> — | x
2

0

Wir haben viel iiber lineare Abbildungen gelernt und vieles gehért.
Schauen wir mal, was wir davon auch anwenden konnen.

1) Beweise, dass ¢ eine lineare Abbildung ist!
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Basis, Dimension

Beweis 1) :

(LA1) ((2) + @;

X1 4t
x|+ |
0 0

Gansterer/Plant

Basis, Dimension

AXy X1
= Ax = x| =A]x] =
- SO )\X2 - 2 - 2 -

Mathematische Grundlagen der Informatik
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Basis, Dimension

Basis, Dimension

Wir haben zuvor den Satz erwihnt, dass fiir ¢ : U — V (U) ein
Vektorraum ist.

X 1
Wir haben immer noch ¢ : R?2 — R3, (xl) — | x2
2
0

2) Beweise, dass ©(R?) ein Vektorraum ist.
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Basis, Dimension

Basis, Dimension

Beweis 2) :

Wir miissten zuerst zeigen, dass (R, +) eine kommutative Gruppe ist, aber
das haben wir schon friiher gezeigt.

X1 px1 Apxq X1
(V) A | o | x =A| e | = x| =0u) | x
0 0 0 0

(V2) Das Einserelement in (R, +) ist 1

X1 1-x1 X1
1 X2 = ].'X2 = X2
0 1-0 0
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Basis, Dimension

Basis, Dimension

Beweis 2) :
X1 %1 X1+ A(x1 + y1)
(V3) A ((X2> + (yz)) = A (Xz +y2) = ()\(Xz +}/2)) =
0 0 040 0
Ax1 + Ay Axy Ay1 X1 i
M+l =]+ ] =Ax]+A]wy
0 0 0 0 0
X1 (A p)x Axy + puxq
(V&) (A4 nw) (XQ) = (()\+,u)x2> = ()\XQ +ux2> =
0 (A+p)0 0
Axq px1 X1 X1
A |+ lpwe | =Alx|+u|x
0 0 0 0

= p(IR?) ist ein Vektorraum
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Basis, Dimension

Basis, Dimension

Wir haben frither den Satz erwdhnt, dass fiir ¢ : U — V ¢ injektiv ist,
wenn Ker ¢ = {0} ist.

3) Beweise, dass fiir unser ¢ : R? — R3 Ker ¢ = {0} gilt und ¢
injektiv ist.
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Basis, Dimension

Basis, Dimension

Beweis 3) :

a) Sei x = <Xl> . Dann gilt:
X2

N X1 0
w<<1)>—0<:> x| =10l x1=0Ax=0
2 0 0

X1 n
‘P(X) = SO()’)- Dh | xo ] = | y2 |, daraus folgt x; = y1 A xo = y».
0 0

Also x = y. Widerspruch!
@ ist injektiv
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Basis, Dimension

Basis, Dimension

Wir wissen nun, dass ¢ injektiv ist.
4) Ist es auch surjektiv?
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Basis, Dimension

Beweis 4) :
0
Esisty=|0| ¢ R3
1

©(x) = y gelten kann.

Es wire sonst ¢(x) =

0 = 1. Widerspruch!

@ ist nicht surjektiv.

Gansterer/Plant

Basis, Dimension

. Wir behaupten, dass es kein x € R? gibt, sodass

Mathematische Grundlagen der Informatik

X1 0
<X1> =|x | =1]0],alsox; =0,x =0 und
1

16.11.2016
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Basis, Dimension

Basis, Dimension

Es gibt in der Linearen Algebra, den wichtigen Satz:
Dim(U)=Dim(Kery)+Dim(Imy) fiir p : U — V

Allgemein, werden wir diesen Satz nicht beweisen, aber:

5) Zeige, dass dies fiir unser ¢ gilt.
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Basis, Dimension

Basis, Dimension

Beweis 5) :

Wir wissen, dass Dim(R?)=2 gilt. AuBerdem, dass Kerp={0} ist und
damit gilt Dim(Kery)=0.

Damit der Satz fiir dieses Beispiel stimmt, miissen wir also noch zeigen,
dass Dim(Imy)=2 gilt.

Wir miissen also eine Menge von linear unabhangigen Vektoren finden, die
Imy aufspannt.
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Basis, Dimension

Basis, Dimension

Beweis 5) :
1 0
Ansatz: Wir probieren, ob B = {vi, n} = 0,1 das kann.
0 0
X1
Wir haben v € Imgp beliebig, also v = | xo | . Wir kdnnen nun v darstellen
0

als v = A1v1 + Aawp, dh B spannt Imy vollstandig auf.

Sind vy, vo linear unabhingig? Ja, den es gibt kein \ € R, fiir das gilt
)\Vl = V2.

= B ist eine Basis von Imgp
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Basis, Dimension

Basis, Dimension

Beweis 5) :
Da |B| = 2 ist, gilt also Dim(Imy)=2 und damit haben wir also:

Dim(U)=2=0+2=Dim(Kery)-+Dim(Im¢)
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Basis, Dimension

Basis, Dimension

Wir haben nun einige kleinere Beweise gesehen und durchgefiihrt.

In der allerersten Einheit haben wir iiber die verschiedenen Varianten von
moglichen Beweisen in der Mathematik gelernt und haben manche davon
nun auch selber angewandt, dh direkter Beweis, Beweis durch Widerspruch
und Beweis durch Gegenbeispiel.

Beweis durch Gegenbeispiel ist quasi ein indirekter Beweis, da wir zeigen,
dass eine Annahme nicht stimmt und wenn lediglich die Moglichkeiten A
oder —A existieren, bleibt nur eines davon tiber.
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Basis, Dimension

Basis, Dimension

Anmerkungen:

Der Satz Dim(U)=Dim(Kery)+Dim(Img) hat noch eine andere sehr
interessante Auswirkung:

Nehmen wir an, dass wir zwei isomorphe Vektorraume haben, also ein
bijektives p : U = V.

Ein bijektives ¢ ist auch injektiv. Wir haben friiher schon erwahnt, dass
dann gilt Kergp = {0}, dh Dim(Kery)=0.

Da Imp = V ist (¢ ist ja surjektiv), gilt:

Dim(U)=Dim(Imy)= Dim(V)

U und V haben also die gleiche Dimension!
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Basis, Dimension

Basis, Dimension

Anmerkungen:
Man kann davon auch die Umkehrungen zeigen, also:

Wenn zwei Vektorraume U und V die gleiche
Dimension haben, dann sind sie isomorph.

Da wir fiir jede beliebige natiirliche Zahl n einen Vektorraum kennen mit
jener Dimension, namlich R”, wissen wir, dass wir alle endlichen
Vektorraume kennen!

Jeder endlich dimensionale Vektorraum ist isomorph zu einem R”, dh hat
dieselbe Struktur. Wir kdnnen uns also in der Untersuchung von endlich
dimensionalen Vektorraumen auf R” beschranken.
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Basis, Dimension

Basis, Dimension

Anmerkungen:

Seien nun U, V zwei Vektorrdumen mit gleicher Dimension und

@ : U — V eine injektive lineare Abbildung.

Da nun Dim(Kerp)=0 ist, haben wir Dim(Im¢)=Dim(V)

Dies bedeutet, dass ¢ surjektiv ist, damit also bijektiv und die beiden
Vektorraume sind isomorph.

Sei B = {b1, by, ..., by} die Basis von U. Wir behaupten nun, dass die
Menge C = {p(b1), p(b2),...,¢(bs)} eine Basis von V ist.
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Basis, Dimension

Basis, Dimension

Beweis:

Da U und V isomorph stimmt die Anzahl der Elemente von C, man muss
nur zeigen, dass sie linear unabhangig sind.

Dh wir miissen zeigen, dass gilt

pr1p(b1) + pop(b2) + -+ 4 pnp(bn) =0 = p1, po ..o, ptn = 0

Yo ipie(bi) =0« o>, nibj) = 0. Da Kerp = {0} ist, also

o(>; pibi) =0« > ; uibj = 0. Da B linear unabhangig ist, folgt daraus
wi = 0 fiir alle i.

C ist linear unabhingig, also eine Basis.
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Basis, Dimension

Basis, Dimension

Erlduterung:

Wenn wir also eine injektive Abbildung haben, dann kénnen wir ganz
leicht eine neue Basis finden.

Das ist insbesondere interessant, wenn wir eine lineare Abbildung von
einem Vektorraum auf sich selbst haben, denn es kann oft wichtig sein,
zwischen zwei Basen hin und her zu wechseln.

Einfaches Beispiel: Wir haben einen Globus, der ja in der Nihe der Pole
stark verzerrt ist. Wir wollen ihn dann an einem Punkt lokal entzerren um
uns ein besseres Bild zu machen.
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Basis, Dimension

Basis, Dimension
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Basis, Dimension

Basis, Dimension

Zugegeben: Eine nicht-lineare Transformation wére hier verniinftiger.
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Basis, Dimension

Basis, Dimension

Wir sehen also, dass es praktisch sein kann eine Basis zu wechseln. Wir
haben all das notwendige Werkzeug nun um zu lernen was solche linearen
Transformationen alles kdnnen.

Zuerst aber wollen wir noch ein paar Begriffe ndher erldutern ehe wir uns
auf dieses Gebiet wagen.

Lineare Transformation ... Matrix
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Koordinaten

Koordinaten:
Wir haben ein intuitives Verstindnis von Koordinaten. Wenn wir etwa
u = (1,3,2) haben, dann meinen wir damit, dass wir 1 Einheit auf der

x-Achse gehen, 3 auf der y-Achse und 2 auf der z-Achse. Aber das stimmt
so nicht!

Korrekt ist das nur beziiglich der Standardbasis.

Koordinaten sagen eigentlich aus, wie oft wir einen Vektor aus der Basis
verwenden um zu u zu kommen, dh v = v + 3w + 2v3 fiir eine Basis
B = {V17 V2, V3}-
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Koordinaten

Satz/Definition:

Ist B = {b1, b2,...,bn} eine Basis des Vektorraums V/, so gibt es fiir
jeden Vektor v € V eindeutig bestimmte Elemente xi, x2, . .. x, mit der
Eigenschaft

v=x1b1 +x0b + -+ Xnb,
Die x; heiBen Koordinaten von v beziiglich B. Wir schreiben dafiir

X1
X2

Xn B
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Koordinaten

Beispiel:
1 0 0

Fiir die Standardbasis S = 0)],({1],10 ist es einfach die
0 0 1

Koordinaten zu finden. Wenn wir einen Vektor u haben, der auf der
x-Achse 1 Einheit weit ist, 3 auf der y-Achse und 2 auf der z-Achse, dann
ist klarerweise u = v; + 3v» + 2v3, hat also die Koordinaten (1,3,2)s.

2 1 1
Wenn wir denselben Vektor iiber der Basis B = 1].,{1],1(0
0 1 3

betrachten, dann hat er die Koordinaten u = (32, 1, 33);.
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Koordinaten

Anmerkung:
Wie wir wissen, kann man zwischen Basen kann hin und her wechseln. Die
Koordinaten hindisch ausrechnen ist recht umstandlich und deswegen

berechnet man sich die Transformation, also die Matrix, die zu diesem
Wechsel fahig ist.

= Matrizen bei Prof. Gansterer in der niachsten Einheit
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Ubersicht iiber algebraische Strukturen

Gruppe
Ring Vektorraum
Ring ohne 1 Ring mit 1

Gansterer/Plant Mathematische Grundlagen der Informatik 16.11.2016 54 / 54



	Vektorräume
	Lineare Unabhängigkeit
	Basis, Dimension

